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RESUMEN

En este articulo se presenta una aplicacion del algebra lineal al problema de maximos y minimos de funciones a varias
variables. Se considera una funcion f :U cR" — R, U abierto y f dos veces diferenciable, se toma un punto a eU
tal que f'(a) =0, se plantea el problema de determinar si en este punto existe un maximo, minimo o ninguna de estas
situaciones. Se calcula f”(a) =0, como se sabe esta segunda derivada es una matriz simétrica en M dependiendo
de la signatura de f"(a) =0 se daré una respuesta al problema planteado.
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1. INTRODUCCION

Este problema se puede resolver empleando determinantes o empleando congruencia de matrices. Como el célculo de
determinantes tiene un altisimo costo computacional, usualmente se emplea para casos de dos variables (el empleado en
los textos basicos de calculo), en tanto que la congruencia de matrices es siempre viable aun cuando n es muy grande
pues se basa en simples operaciones elementales de fila. Finalmente, el propdsito de este articulo, es presentar el
problema de méximos y minimos como un problema que no depende de cantidad de variables (al menos no
conceptualmente).

2. DEFINICIONES INICIALES

Iniciamos este articulo con una breve introduccién a los autovalores y autovectores, méas detalles se pueden encontrar en
la bibliografia [1, 6-7].

2.1 Autovalores y autovectores

Definicion 1.1. (Autovalores y Autovectores) Un vector no nulo v y un nimero A son llamados respectivamente
autovector y autovalor asociados de una matriz Ag M, . si

Av=Av

Teorema 1.1 Los autovalores de Ae M, . son las soluciones de la ecuacion caracteristica

|A-21|=0
dondel e M . es la matriz identidad.
Ejemplo 1.1 Considere la matriz
2 1 3
A=l1 -2 -1
3 -1 2

Un simple célculo da:
|A—Al|=-2° +24% +154,

por tanto el polinomio caracteristico es — 4> + 24? +154 = 0, resolviendo esta ecuacion se encuentran los autovalores:

A =-32,=04=5
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Los autovalores de una matriz no necesariamente son reales, sin embargo para el caso de matrices simétricas se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 1.2. Los autovalores de una matriz simétrica son todos reales.

2.2 Lasignatura de una matriz simétrica

Definicion 1.2. (Signatura) La signatura de una matriz simétrica A [2], denotada por sig(A) es el par (p,q) donde p es el
numero de autovalores positivos y g el nimero de autovalores negativos.

Ejemplo 1.2. La signatura de la matriz del ejemplo 1.1 es sig(A)=(1,1) ques se tiene un autovalor positivo y un
autovalor negativo.

La signatura puede calcularse sin necesidad se calcular los autovalores, como se puede deducir del siguiente teorema®.

Teorema 1.3. Sea AeM,, una matriz simétrica. Sea D la matriz diagonal obtenida de A aplicando las mismas

operaciones elementales de fila y columna simultaneamente. Entonces: sig(A) = (p,q) donde p es el nimero de entradas
positivas de D y q el nimero de entradas negativas.

Ejemplo 1.3 Considere la matriz del ejemplo 1.1, aplicando operaciones elementales se tiene:

2 1 2 1 3
1 -2 -1 ~|0 -5/2 -5/2
3 -1 F21(-1/2) ~1 C21(-1/2)
2 0 3 2 0 3
0 -5/2 -5/2 ~|0 -5/2 -5/2
3 -5/2 2 ) 0 -5/2 2
31(-3/2) C31(-3/2)
2 0 0 2 0 0
0 -5/2 -5/2 ~|0 -5/2 -5/2
0 -5/2 F32(-1) 0 C32(-1)
2 0 0
~|0 -5/2 0
0 0 C32(-1)

luego sig(A)=(1,1).
2.3 Matrices definida positivas y definida negativas

Definicion 1.3 (Matrices definidas) Sea A< M, una matriz simétrica. Se dira que A definida positiva (respectivamente
definida negativa) si sig(A)=(n,0) (respectivamente, sig(A)=(0,n)).

Ejemplo 1.4 Considere la matriz

4 -2 -4
A=|-2 4 0
-4 0 8

Realizando las operaciones elementales F,;,;,),Cua/2) Faiy» Caiy» Faogzrs)» Caz(ar3) » SE ENCUENTIA:

4 -2 -4\ (40 O
A=[-2 4 0|x~|/0 3 0
-4 0 8 0 0 8/3

1. . . .
Existe otro teorema basado en el uso exclusivo de la tercera operacion elemental de fila
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por tanto la signatura es sig(A)=(3,0), luego A es definida positiva.

Ejemplo 1.5. Se puede probar que la signatura de la matriz

-1 0 2 O

0 -1 0 -1
A=

2 0 -5 -1

0 -1 -1 -5

es sig(A)=(0,3), luego A es definida negativa.

2.4 Matrices semidefinidas

Definicion 1.4. (Matrices semidefinidas) Sea Ae M, una matriz simétrica. Se dira que A semidefinida positiva
(respectivamente, semidefinida negativa) si sig(A)=(p,0), con p<n (respectivamente, sig(A)=(0,q), con g<n)

Ejemplo 1.6. Mediante las operaciones elementales F,),Cy ), Fay( 1)1 Cap(yy » 12 matriz

€s congruente con

o O
ok O
o O O

por tanto, sig(A)=(2,0), luego A es semidefinida positiva.

Ejemplo 1.7. Se puede probar que la signatura de

1 0 -1
A={0 1 1
-11 0

es sig(A)=(2,1), luego A no es definida ni semidefinida.

2.5 Formas cuadraticas reales
2.5.1 La definicién de una forma cuadrética

Definicion 1.5. (Formas cuadraticas) Una forma cuadrética en las variables x,,x,,...,x, €s un polinomio de la forma

X' AX
Xl
Con x=| : | y Ae M, unamatriz simétrica con entradas reales.
Xn
4 -2 -4 X,
Ejemplo 1.8. Considere la matriz del ejemplo 1.4, A=| -2 4 0 |.Con x=|x, | setiene la forma cuadratica:
-4 0 8 Xq
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4 -2 -4\x
F=(,%,X) -2 4 0 | x,
-4 0 8 X

Nétese que un calculo directo da: F = 4x7 — 4%, X, —8X, X, +4X5 +8x7 .
2.5.2. Formas cuadraticas definidas y semidefinidas
En las siguientes definiciones x e R", Ae M es una matriz simétrica.

Definicion 1.6 (Formas cuadraticas definidas) Una forma cuadratica x'Axes definida positiva (respectivamente
definida negativa) si x'Ax >0 paratodo x = 0, (respectivamente, x'Ax <0 paratodo x = 0).

Definicion 1.7  (Formas cuadraticas semidefinidas) Una forma cuadratica x'Axes semidefinida positiva
(respectivamente semidefinida negativa) si x' Ax>0 paratodo x = 0, (respectivamente, x'Ax<0 paratodo x=0).

Teorema 1.4. Una forma cuadrética x'Ax es
= Definida positiva si y solamente si A es definida positiva
= Definida negativa si y solamente si A es definida negativa
» Semidefinida positiva si y solamente si A es semidefinida positiva
» Semidefinida negativa si y solamente si A es semidefinida negativa

4 -2 -4 X,
Ejemplo 1.9. Considere la matriz del ejemplo 1.4, A=[-2 4 0 |.Con x=| X, | se tiene la forma cuadratica:
-4 0 8 Xq

4 -2 -4\ x
F=(X,%,%)|-2 4 0 |x
-4 0 8 )X

Nétese que un calculo directo da: F = 4x7 — 4%, X, —8X, X, +4X5 +8x? .

En el ejemplo 1.4, se muestra que la signatura es sig(A) = (3,0), es decir A es definida positiva, por tanto la forma
cuadrdtica es definida positiva, por tanto:

X 0
Ax2 — 4%, X, —8X X, +4X5 +8x5 >0, V| x, |#|0
Xq 0

3. LA DERIVADA DE FUNCIONES A VARIAS VARIABLES
3.1 Laprimera derivada

A continuacion definimos la derivada de una funcidn a n variables. En lo que sigue un elemento de R" se considerara
como un vector columna, es decir, una matrizen M, ;.

Definicion 2.1. (Derivada) Sea f :U < R" — R una funcion, sea xeU y h e R" tal que:
x+heUy f(x+h)— f(x)=Ah+e(x;h)h
donde A no depende de las componentes de h.

Si Llr‘rz) @(x;h) =0, entonces la derivada de f en x, denotada por f'(x), es A, es decir, f'(x)= A, en estas condiciones,

diremos que f es diferenciable en x.
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Se observa que de la definicion se sigue que f'(x) e M, , es decir, la derivada de una funcion a n variables es un
vector fila de n componentes.

La definicién anterior no es tan simple de aplicar cuando las funciones son algo complicadas, en la practica se emplea el
siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea f :U cR" — R una funcioén en las n variables x,,x,,...,x, diferenciable en a, entonces

n

f/(a) = of(a) of(a) of(a)
ox, oox, T ox

donde 6];& es la derivada parcial de f respecto de x; evaluado en a.

Ejemplo 2.1. Considérese la funcion
f(Xy,2) =X°y? +X* —4xz +42% +y* + 2xy + 2X — 47 + 2y

La derivada es:

f'(x,y,z):(%ﬂﬁ]

X 0y Oz
donde:
of 2
— =2Xy  +2X—-4z7+2y+2
X
i:2x2y+2y+2x+2
oy
i:—4x+82—4
oz

3.2 Lasegunda derivada

No es intencidn de este articulo discutir detalles del calculo de la segunda derivada de una funcion a varias variables
(esto se puede encontrar en la bibliografia), para ser breve se indica la manera de calcularla. Sea f:U cR" >R la
segunda derivada de f, en el punto x €U, denotada por f"(x) es la matrizen M, cuya i-ésima fila estd compuesta

con las componentes de la derivada de S—f .
X.

Ejemplo 2.2. Considérese la funcion del ejemplo 2.1
f(X,y,2) =X°y? +x* —4xz +42% + y* + 2xy + 2X— 42 + 2y

Las derivadas parciales son:

i:2xy2+2x—4z+2y+2
X

i=2x2y+2y+2x+2

oy

i=—4x+82—4

oz

por tanto, la segunda derivada es:

UPB - INVESTIGACION & DESARROLLO, No. 3, Vol. 1: 71 — 79 (2003) 75



RELOS

2y>+2 4xy+2 -4
f'(x,y,2)=|4xy+2 2x*+2 0
-4 0 8

3.3 Diferenciales
3.3.1 La primera diferencial

Si f:UcR" — R esdiferenciable en aeU, entonces la diferencial en este punto es:

df (a) = f'(a)dx
donde,
dx,
dx=| :
dx

n

Ejemplo 2.3. Considérese la funcién f(x,y,z) = x*y? + 22

la primera derivada es:
f'(x,y,2) = (3x°y?,2x%y,22)

2
calcularemos la diferencial de fen a =| —1|. La derivada evaluada en este punto es:
1
f'(2,-1)) = (12,-16,2)
por tanto la diferencial en a es:
dx
df (a) = (12,-16,2) dy | =12dx —16dy + 2dz
dz

3.3.2 La segunda diferencial
Ejemplo 2.4. Considérese la funcién del ejemplo 2.1

f(X,Y,2) =X°y? + X2 —4xz +42% +y* + 2xy + 2X— 4z + 2y
se ha establecido que:

2y +2 4xy+2 -4
f7(x,y,2) =|4xy+2 2x*+2 0

-4 0 8
1
calcularemos la segunda diferencial en el punto a =| —1|:
1
4 -2 -4
f"@-1)=|-2 4 0
-4 0 8

por tanto la segunda diferencial es:
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4 -2 —4\dx
d?f(,-11) = (dx, dy,dz) -2 4 0 |dy|=4(dx)? —4(dx)(dy) —8(dx)(dz) + 4(dy)? + 4(dz)?
-4 0 8 \dz

4 . MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES A VARIAS VARIABLES

4.1 Introduccién

Definicion 3.1. (Maximo y minimo) Una funcién f :U < R" — R tiene un maximo (respectiva mente un minimo) en
aeU si f(a)= f(x) (respectivamente, si f(a) < f(x) ¥xeU [3-5].

Definicion 3.2. (Maximo y minimo local) Una funcién f :U < R" — R tiene un maximo local (respectiva mente un

minimo local) en a €U si existe un conjunto abierto O tal que f tiene un mé&ximo (respectivamente un minimo) en
U N O. El punto a se llamara extremo local.

En la siguiente seccion se presenta un teorema que nos da luces para encontrar los extremos locales de una funcion a
varias variables.

4.2 Condiciéon necesaria de extremo

Teorema 3.1. Considérese una funcion f :U < R" — R donde U es un conjunto abierto. Sea f diferenciable en U tal
que f tiene un extremo local en a entonces f'(a) =0, esto es, todas las derivadas parciales en el punto a son nulas, es
decir,

ot (a)

=0 para i=12,...n
OX

Los puntos a en donde f’(a) =0 se llaman puntos criticos.

Observacion. Notese que, en un dominio abierto, el teorema anterior (en su forma contrapositiva) nos dice que si
f'(a) # 0 entonces en a no se pueden tener extremos locales, esto significa que los extremos locales de una funcién f

definida en un dominio abierto se encuentran en los puntos donde la derivada es nula, es decir, los puntos en donde
todas las derivadas parciales son cero.

4.3 Condicion suficiente de extremo
En esta seccién acudiremos a la segunda diferencial para decidir si en un punto critico existe 0 no un maximo local,

minimo local o punto silla. Recordemos que la segunda diferencial es una forma cuadratica cuya matriz asociada es la
segunda derivada de f.

Teorema 3.2. Sea U < R’ un conjunto abierto, f :U — R diferenciable dos veces en U. Sea a un punto critico, esto
es, f'(a)=0. Sea dx = (dx,,...,dx,,) . Entonces:

Si d2f (a)(dx) es definida positiva, f tiene en a un minimo local.

Si d?f(a)(dx) es definida negativa, f tiene en a un maximo local.

Si d?f(a)(dx) no es definida negativa ni semidefinida, en a no se tiene un extremo.

Si d?f(a)(dx) es semidefinida entonces el método no da ninguna informacion.

Como se sabe, en el anterior teorema es suficiente analizar la matriz f"(x) asi se tiene el siguiente teorema
equivalente.

Teorema 3.3. Sea U < R un conjunto abierto, f :U — R diferenciable dos veces en U. Sea a un punto critico, esto
es, f'(a) =0. Entonces:
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= Si f"(a) esdefinida positiva ftiene en a un minimo local

= Si f"(a) esdefinida negativa, f tiene en a un maximo local.

= Si f"(a) no es definida negativa ni semidefinida, en a no se tiene un extremo.
» Si f"(a) es semidefinida entonces el método no da ninguna informacion.

Ejemplo 3.1. Se calcularan los maximos y minimos locales de
f(XY,2) =X°y? +X* —4xz +42% +y* + 2xy + 2X— 42 + 2y

= Calculo de derivadas parciales

i=2xy2+2x—4z+2y+2
OX

ﬂ:2x2y+2y+2x+2
oy

ﬂ:—4x+82—4
oz

= Célculo de puntos criticos

Los puntos criticos son las soluciones del sistema:

Xy2+x-2z+y+1=0 (1)

X2y +y+x+1=0 2)
—X+2z-1=0 (3)
de la tercera ecuacion se obtiene
=Xt @)

reemplazando este resultado en la primera y segunda ecuaciones se obtiene el sistema:

y(xy+1)=0 4)
X’y +y+x+1=0 (5)

e De(5),si y=0, reemplazando en (6) y luego empleando (4) se obtiene x=-1y z =0 asi se obtiene la
solucion: x=-1, y=0y z=0.
e De (5), siy=0se tiene, nuevamente de (6) y luego de (4) se tiene x=1y z=1, también de y= 21 se
X
encuentra y =—1 por tanto se tiene la solucién: x=1, y=-1y z=1.

= Calculo de la segunda derivada: Un célculo simple da,

2y?+2 Axy+2 -4
f'(x,y,2)=|4xy+2 2x*+2 0
-4 0 8

= Andlisis de puntos criticos

-1
e Punto a=| 0 [, en este punto critico:
0
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2 -4 2 2 -4
f"(-100)=| 2 4 0 ~| 0 2 4
-4 0 F21(-1) -4 0 C21(-1)
2 0 -4 2 0 -4
~ 0 2 4 ~0 2 4
-4 4 8 Fa) 0 4 O ca)
2 00 2 0 0
~|0 2 4 ~0 2 4
040 F32(-2) 00 C32(-2)
2 0 0
~[0 2 O
0 0 -8

Por tanto: sig(f"(-1,0,0)) = (2,1) luego en este punto critico no se tiene extremo.

1
e Punto h=|-1]|,eneste punto
1
4 -2 -4
f'a-1)=|-2 4 0
-4 0 8

F21(1/ 2) C21(1/ 2) F31(l) ) C31(1) ) F32(2/3) ) C32(2/3)

se encuentra:

40 0
f"L,-11)=|0 3 0
0 0 8/3

Luego la signatura de esta matriz es sig(f"(1,—11))=(3,0), por tanto f"(1,—11)) es definida positiva, luego en este
punto se tiene un minimo local. El valor que tiene la funcion en este punto es f "(1,-11)) = -3.

5. CONCLUSION

Luego de lo anterior, es claro que el problema de determinar si en un punto critico existe un maximo o un minimo, no
depende, al menos conceptualmente, de la cantidad de variables, pues como se ha visto el calculo se reduce a simples
operaciones elementales de fila.
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