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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia problemas de estabilidad global de las estructuras de hormigon armado en edificios. Se
muestran algunos parametros para definir la sensibilidad de las estructuras con relacion a efectos de 2° orden,
clasificando las estructuras en translacionales y no translacionales. Son discutidos algunos procedimientos para realizar
un analisis de segunda orden global de las estructuras. En estos célculos es necesario considerar la no linealidad
geométrica (NLG) y fisica (NLF), en los que se puede adoptar métodos rigurosos o aproximados. Solamente después
de un andlisis global de la estructura, sea de primer orden o de segundo orden, se verifica la inestabilidad local y se
realiza el dimensionamiento de la seccidn.
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1. INTRODUCCION

Los nudos de la estructura de un edificio se desplazan lateralmente cuando estan sujetos a cargas horizontales y cargas
verticales, de forma que en algunos casos, estos desplazamientos pueden ocasionar un incremento importante de
momentos flectores, especialmente en las columnas, que dan lugar a efectos de 2° orden. En este caso, es necesario
establecer el equilibrio de la estructura en su posicion deformada.

Las normas [1] y [2], entre otras, clasifican las estructuras en intranslacionales o de nudos fijos y translacionales o de
nudos moviles, dependiendo de la sensibilidad de éstas con relacion a efectos de 2° orden global. Las mismas normas
indican que una estructura de edificio puede ser considerada intranslacional, si los desplazamientos de los nudos
provocan un aumento menor al 10% en los momentos flectores relevantes de primer orden. La norma [3] adopta un
limite de 5%. Igualmente, es necesario considerar un criterio practico para definir si una estructura es translacional o
intranslacional. Siendo que en el caso de ser translacional, los desplazamientos no pueden ser desconsiderados y es
necesario realizar el analisis de 2° orden.

Al realizar la verificacion de la sensibilidad de la estructura frente a los efectos de 2° orden, es necesario incluir en el
calculo estructural la NLF del material, o sea considerar el hormigén armado, tomando en cuenta los efectos de
fisuracion, deformacion lenta, comportamiento no linear del diagrama tension-deformacion del hormigén, etc. Una
manera usual y simplificada, permitido por las normas, es considerar una disminucion promedio de la rigidez a la
flexion de las barras promedio, porque en una estructura existe tramos muy fisurados, poco fisurados y otros no
fisurados.

2. PARAMETRO DE INESTABILIDAD

Entre los varios pardmetros encontrados en la literatura y en las normas, tal vez el mas conocido y utilizado sea el
pardmetro de inestabilidad o (posteriormente definido), que tiene el objetivo de dar al proyectista una idea sobre la
sensibilidad de la estructura frente a los efectos de 2° orden.

2.1. Carga critica de elementos sujetos a compresion simple

Para entender la procedencia de «, inicialmente se obtendrd la carga critica de pandeo elastico de una barra bi-rotulada,
Figural.
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Figura 1 — Esquema una barra bi-rotulada, sujeta a compresion simple.

Para una configuracion deformada, igualando el momento interno resistente (expresion aproximada) y el momento
externo actuante, ecuacién (1), se obtiene la ecuacién (2).

d2
Mim:—ExdeXE/ M, =Pxy €))
d’y
W+k2><y:0 (2)
P
con k?= 3
ExI @)

En las expresiones anteriores, El es la rigidez a flexion eléstica.
La solucién general de la ecuacion diferencial (2), es de la forma:
y = Axcos(k x X) + Bxsen(k x X) (4)
Aplicando las condiciones de contorno del problema a la ecuacién (4), se obtiene:
A=0y Bxsen(kxH)=0

En esta Gltima expresion, si B = 0 (columna recta), se tiene la solucion trivial que no interesa. La otra solucién implica
que:

sen(kxH)=0 (5)

donde H es la altura de la columna. Para que esta expresion sea verdadera:

kxH=nxrx con n=1,23,.. (6)

Considerando la ecuacion (3), sera adoptado:
a=Hxk=Hx -~ )

Para una barra bi-rotulada, se tiene entonces:
a=Nnxrx (8)

Para determinar el valor de la carga critica de pandeo de la barra bi-rotulada, es necesario emplear las expresiones (3) y
(6), teniendo en cuenta que n = 1 (para producir la menor carga critica).

2
m°xExI

Pcr_ Hz

©)

Este valor critico, puede expresarse también utilizando el pardmetro a, entonces para el caso de la barra bi-rotulada se
tiene:

o, =r=314 (10)
Otra manera de verificar la sensibilidad de la estructura a los efectos de 2° orden es considerando el parametro a.
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2.2. Carga critica de elementos sujeto a compresion variable

En la Figura 2 se muestra el concepto sencillo de elementos de arriostre (subestructuras que tienen elevada rigidez a
acciones horizontales) y elementos que no pertenecen al sistema de arriostre. En principio, esta distincion carece de
importancia porque toda estructura debe tener un sistema espacial de arriostre, cuya definicion sélo depende del

proyectista.

Elementos (agrupados) Elementos de arriostre y los
Elementos (agupados) no pertenecientes al no pertenecien_tes al sistema
de arriostre sistema de arriostre de arriostre
P| Lv P=3XP/H V=%V/H q=V+
] [ 4 7 | ] BN N
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— P, (A4 — N ! - N
— — N % ) N
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) / 777 77z 777
Sistema discreto Sistema continuo Sistema Gnico

Figura 2 — Esquemas simplificados de la estructura de una edificacion.

Para calcular los efectos de 2° orden de una edificacion, inicialmente se estudid el sistema continuo de la Figura 2, Beck
H. and Koning G.! [4], considerando solamente la rigidez a flexién de los elementos de arriostre. Para edificaciones con

un gran namero de plantas es justificable la transformacion de un sistema discreto en continuo.

Se puede adoptar para el sistema de arriostre el sistema (nico (considerando la rigidez a flexion de la totalidad de los
elementos) y una distribucion uniforme de las cargas, como muestra la Figura 2. El fendmeno de pandeo de un sistema
Unico sujeto a carga uniforme comprimida es gobernado por una ecuacién diferencial. Resolviendo la ecuacién

diferencial para un comportamiento eléstico, o sea un pandeo eléstico, se obtiene:

g =2,8
En términos de la carga critica:

_ 7,84xExI

@xH), =P, =5

La Figura 3 muestra el valor de o, para algunos tipos de barras con diferentes condiciones de contorno:

VP VP

oe=n=3,14 o=m/2=1,57 o=2,8

Figura 3 — Valores de o, para barras con diferentes condiciones de contorno.

(11)

(12)

En la Figura 4, con el objetivo de mostrar el comportamiento de un elemento comprimido con la variacion de la
esbeltez, fue realizada una adaptacion a la curva “tension critica de pandeo-esbeltez” para mostrar que en edificaciones

de pocas plantas el valor de o, es variable.

! Beck H. e Konig G. Haltekrafle im Skelettbau, in Beton und Stahlbetonbau, jan. 1967.
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Figura 4 — Curva de pandeo.

En la referencia [5], fue analizado numéricamente el sistema discreto, se obtuvo la ecuacion (13) para representar o, e€n
funcion del nimero de plantas y se verificd que el valor de o=2,8 corresponde aproximadamente a edificaciones con
mas de 20 plantas y para 4 plantas, o=2,35.
De manera general,

a, =2,8-11xe %" (13)

donde n es el numero de plantas.

3. CALCULO DE LOS VALORES LIMITES DE a

Considerando que un sistema estructural es no translacional cuando los desplazamientos de los nudos provocan un
aumento de menos del 10% en los momentos flectores de primer orden en las columnas, o sea:

M?% <11xM® donde M?* =dxM™ (14)

En ésta relacion, @ es el factor de amplificacion de momentos (para el equilibrio del elemento en su posicién
deformada).

I

v{P

Mla AM
777

7 @ x M™

Figura 5 — Esquema de un diagrama de momentos amplificado.

o= Ca , con szl—i PxA
P
1_7 cr
P

cr

(15)

+ Mla

donde P es la carga axial actuante, P, la carga que provoca pandeo elastico y A el desplazamiento lateral de la barra
debido a la carga transversal.
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Para el caso de una columna empotrada-libre (simplificacion del edificio con pantallas) con carga uniforme horizontal y
vertical en toda su extensidn, el valor de C,, puede variar entre 0,78 a 1,0.

Adoptando, a favor de la seguridad, C,, = 1,0 y substituyendo las expresiones (15) en (14), se obtiene:
[1- i]‘1 <11 (16)
P
Substituyendo P, de la ecuacion (12) en la expresion anterior:

P
7,84xE x|
HZ

[1 <11 17)

En la ecuacion (17), para el caso de una estructura de hormigén, considerando el momento de la falla, es necesario
sustituir Ex 1 por (Ex 1), (rigidez a flexion considerando la no linealidad fisica), adoptando el valor promedio:

(ExDpyre =0, 7% (Ex e pra =0, 7x(Ex 1) (18)

Resolviendo para P la ecuacidn (7) y substituyendo (junto con la (18)) en la ecuacion (17), se obtiene:

az
1-—]"<11 19
L-c7d! (19)

Resolviendo para a, se tiene:

& <0,7 (20)

El valor de oy, de la ecuacion (20) corresponde a un arriostre formado por pantallas, Figura 6, y su elastica tiene la
forma correspondiente a la de una ménsula. El arriostre por pérticos tiene una elastica que se adecua a la provocada por
los esfuerzos cortantes, Figura 6, en las columnas de cada planta. La combinada asocia ambos tipos de eléstica.

Los efectos de 2° orden dependen de la forma de la linea eléstica del edificio, y para los diferentes tipos de arriostre, el
valor de oy, varia conforme se muestra en la Figura 6. La norma [1] y otras, consideran un dnico valor de oy (= 0,6),
sin considerar la forma de la elastica, pero es posible demostrar que los valores indicados en la Figura 6 son méas
adecuados.

A A
l«"»| Parabola 4° grado é»l Recta l«—=»| Parabola 2° grado

T R 7

I > *
w S — 04 A w [ w -

b -

o ) 8

* aim=0,7 - *

Y — _

/777
Pantallas Pantallas + Porticos Particos

Figura 6 — Valores de o, para diferentes tipos de arriostre.

Considerando la ecuacion (7), a partir de la definicion de un valor limite para a, para valores inferiores a oyim, la
estructura debe ser considerada como no translacional, si:

o =H /% <oy, (21)
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donde H es altura de la edificacidn, desde la cara de los cimientos, Py es la suma total de las cargas verticales, con sus
valores caracteristicos; (El)eq €s la rigidez a flexion equivalente de la estructura de arriostre en la direccion considerada,
tomando para el célculo de la inercia I, la seccién bruta de hormigén.

El valor de oyim, ha sido obtenido considerando un comportamiento elastico, que puede corresponder a un edificio con
gran nimero de plantas. Las normas consideran que este valor es adecuado para edificios de mas de 4 plantas. Para
estructuras hasta 3 plantas, situacion en que el modelo continuo no representa bien el modelo discreto, la norma [1]
considera la siguiente expresion:

@ =0,2+0,1xn (22)

donde n es el nimero de plantas, luego en funcién al nimero de plantas:

oim = 0,3 para 1 planta

ouim = 0,4 para 2 plantas

ouim = 0,5 para 3 plantas

oim = 0,6 para 4 0 més plantas.

Los valores adecuados se pueden obtener por la determinacion directa de la carga critica del sistema discreto
considerando la formulacion matricial del problema. Esto corresponde a un problema de autovalor y autovector, los
autovalores serian las cargas criticas de la estructura y los autovectores los modos de pandeo.

Para la ecuacién (21), es necesario verificar la rigidez de la estructura en las direcciones de incidencia de las cargas
horizontales. Para el valor de (El)eq en alguna direccion, Figura 7, es necesario obtener la rigidez equivalente de la
estructura considerada como una columna Unica empotrada-libre, bajo la accidn de fuerzas horizontales arbitradas. El
desplazamiento horizontal de esta columna, seria impuesto igual a la flecha A del desplazamiento de la estructura en
estudio debido a la misma carga horizontal. La carga horizontal arbitrada puede ser uniforme o concentrada. De esta
manera, se puede considerar cualquier geometria variable del sistema de arriostre de la edificacion.

Pérticos y pantallas posicionados secuencialmente (El)eq
unidos en cada piso por barras rotuladas /
. = =
T 0
(Pk)l
—
—
T —
- e Vv ZPy
—
Y

— 77 ST ST STT /77

Figura 7 — Obtencion del (El)eq

Si el elemento de arriostre es una pantalla, su rigidez equivalente es la propia rigidez real del elemento. El valor de o da
una idea del distanciamiento de la situacion de pandeo. Para la norma [3], es necesario verificar el sistema de arriostre
piso a piso. Otras normas tienen otros parametros, por ejemplo la norma de la referencia [6] incorpora el y, que sirve
también como un amplificador de momentos de primer orden.

4. ESTRUTURAS TRANSLACIONALES

Si el pardmetro de inestabilidad es mayor que el limite (a>oyim), €S necesario considerar un analisis global de 2° orden y
la estructura es considerada translacional.
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Existen varios métodos en el calculo de los esfuerzos de 2° orden global, entre los principales se tiene: el método
general, el método P-A (empleado en los programas comerciales), el método de la amplificacion de momentos
(modificando la longitud efectiva de la columna), el método del parametro vy,, entre otros.

En el caso de estructuras translacionales, las normas consideran que junto con el estudio de la NLG es necesario
considerar la NLF, que puede ser de forma aproximada (en el método general de forma exacta). Considerando que el
método general es el mas realista, se realizard un pequefio resumen de este método para el plano en la direccion del
anlisis.

5. METODO GENERAL

En este método las ecuaciones de equilibrio corresponden a la configuracion deformada, es la NLG. Para la
consideracion de la NLF es necesario el historial de las tensiones, la curvatura de las secciones y el diagrama no elastico
c X ¢ de los materiales componentes. En la aplicacion del método es necesario considerar de forma rigurosa la NLF.

Es necesario obtener la curva carga x desplazamiento de la estructura Figura 8 y verificar si se alcanza el punto limite
de inestabilidad. En realidad, se obtiene una curva {F} x {U}, donde {F} es el vector de cargas de la estructura y {U}
son los desplazamientos de los nudos de la estructura. Los resultados seran mas realistas si se dividen los elementos de
la estructura en sub-elementos.

ruptura materiales o totalidad
de cargas aplicadas
{F}refA (problema de 2° orden)

{Fcr } P = = j\
dato falla por inestabilidad
(problema de punto limite)

»
>

{U }ref
Figura 8 — Curva carga x desplazamiento mostrando el punto limite.

resultado

La construccién de la curva debe ser realizada punto a punto, los puntos son definidos por equilibrio de fuerzas y
compatibilidad de deformaciones entre 2 etapas. Las etapas seran resumidas en el flujograma de la Figura 9.

En el andlisis de la NLG, la matriz de rigidez de la estructura depende de los desplazamientos de la estructura [K(U)] y
puede ser definida de la siguiente manera:

[K]=[K:]+[K] (23)

donde [K{] es la matriz de rigidez total de la estructura; [Kg] es la matriz de rigidez geométrica no linear de la
estructura, que considera la presencia del esfuerzo axial P, en las barras (el valor del esfuerzo axial depende de la
deformacion de la estructura), su valor es actualizado en cada etapa de carga; [K] es la matriz de rigidez de 1* orden de
la estructura que es actualizada en funcién de la NLG.

De la Teoria de Elementos Finitos (TEF), las matrices [K] y [K¢] de un elemento de barra son:
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EA o BA 0
L L
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El montaje de la matriz de rigidez geométrica de la estructura se realiza considerando las contribuciones de las matrices
de los diferentes elementos de la estructura, o sea de forma convencional.

Después de obtener la matriz [Ky], el procedimiento para la obtencidn de los desplazamientos nodales {U} es el mismo
de la TEF.

Verificando las etapas del flujograma de la Figura 9, para obtener los esfuerzos en las barras es necesario inicialmente
realizar un analisis de 1% orden.

Para obtener nuevas rigideces, es necesario considerar los diagramas de tensiones y deformaciones conforme a la Figura
10.

La obtencién de los esfuerzos resistentes sera realizada considerando los diagramas de tensiones y de deformaciones de
la seccién y los diagramas oxe de los materiales y empleando las siguientes expresiones (asi se obtiene la
compatibilidad de deformaciones):

Ni= [0 (c) %A+ o (o) x A (26)
Mi = [0 (o) xdA x Yo + ) o (o) < A X Vi (27)

Para algunas etapas de carga los materiales pueden estar trabajando elasticamente. EIl equilibrio de esfuerzos es la
condicion de convergencia del procedimiento, si el equilibrio no cumple es necesario un nuevo calculo de las rigideces
y asi sucesivamente hasta alcanzar la convergencia. EI momento que alcanza la convergencia se obtiene un punto de la
curva. Se obtiene otro punto incrementando la carga {AF} y asi sucesivamente hasta el valor maximo de la carga o
hasta alcanzar el punto limite, o si se da el caso, hasta la falla de los materiales.
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Geometria, cargas aplicadas {Fo},
incremento cargas {AF}, materiales, Datos
seccion transversal, armaduras

--

El, EA
{F} ={AF}

|

{U} = [KI'{F}

[Kd = [K] + [Ke]
{U=IKI{F}

|

Inicialmente adoptados

Analisis elastica de
ler orden

Andlisis elastica de
20 orden (NLG)

M, N, em, (1/r) = f{U})

Resultado analisis
elastica de 20 orden

|

Mi, N; = f(Sm, 1/r)

no
El = -M{/(1/r)
EA = Niem

Si

Andlisis de las
secciones
transversales

Fr={FH+ {4}

Esta determinado un
punto de la curva
cargas X
desplazamiento

Rigideces secantes (NLF)

Inestabilidad?

FIN - Curva
determinada

Para la definicion de las variables ver la Figura 10.

Figura 9 — Flujograma del método general con cargas incrementales,
para la definicion de las variables ver la Figura 10.
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Figura 10 — Configuraciones y nomenclatura a ser considerada en el analisis.

6. CONCLUSIONES
Para que la columna sea analizada en forma aislada, es necesario primero considerar los efectos globales.

Existen diversas maneras para verificar si la estructura es no translacional, de los cuales el mas conocido y utilizado por
diversas normas es el parametro a.

Cuando el célculo se lo realiza globalmente, no interesa quién arriostra a quién, no es importante considerar limites
arbitrarios (10% o 5%) para desconsiderar los efectos de 2° orden, si actualmente éstos se pueden evaluar rapidamente y
pueden ser incluidos en el célculo de los esfuerzos.

Para la verificacion del anélisis global de 2° orden, es posible utilizar métodos mas generales o simplificados, lo
importante es que su consideracion es obligatoria en el caso de estructuras translacionales. Se debe resaltar que el
esfuerzo axial en los elementos estructurales modifica la rigidez a flexion de los elementos, entonces la inclusion en la
matriz de rigidez es obligatoria.
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