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RESUMEN

El articulo muestra el desarrollo de arboles de decisién para facilitar al investigador o profesional la eleccion del
intervalo de confianza adecuado, a fin de estimar parametros, como la media, proporcion o varianza poblacionales o la
diferencia de medias, proporciones o cociente de varianzas. Esta eleccién es compleja, ya que depende de muchos
factores, entre los cuales estan: el nimero de muestras comparadas, la normalidad de las poblaciones de las que
provienen las muestras, el tamafio de las muestras, el conocimiento de las varianzas poblacionales, la dependencia de
las muestras y la igualdad de las varianzas poblacionales.

Se han configurado 4 arboles de decision tomando en cuenta estos factores y otras consideraciones tedricas y empiricas:
Un arbol general que ayuda a establecer el intervalo de confianza adecuado, otro para estimar la media poblacional, otro
para estimar la diferencia de medias y el Gltimo para la proporcion o diferencia de proporciones. Se exponen dos
ejemplos para ilustrar su facil aplicacion y se dan conclusiones e implicaciones de su uso.

Palabras Clave: Estadistica Inferencial, Arboles de Decision, Estimacion Estadistica, Intervalos de Confianza,
Estadistica Educacional.

1. INTRODUCCION

La eleccion adecuada de un intervalo de confianza para la estimacién de parametros poblacionales usando la estimacion
estadistica, por parte de investigadores y profesionales que no tienen formacién estadistica, se hace muy dificultosa,
debido a los siguientes aspectos:

= Poca dedicacion por parte de los estadisticos a la generacion de mecanismos o ayudas adecuadas para facilitar la
eleccion.

= Bibliografia que enfatiza la estadistica teérica, la matematica de la estadistica y no asi su uso en la resolucién de
problemas.

= Poca experiencia de los investigadores y profesionales en el uso de la estadistica para la solucién de problemas
habituales de empresa e industria, en la toma de decisiones o en la investigacién cientifica.

= Generacion de expectativas erradas en cuanto al uso de paquetes estadisticos: en vez de constituirse en un
instrumento que ayuda en los calculos y el procesamiento, se pretende que resuelvan la necesidad de descripcion e
inferencia del fenémeno, prescindiendo del criterio del investigador.

Esta situacion adversa, necesita una respuesta por parte de los estadisticos dedicados a la investigacion y a la aplicacion,
a través del desarrollo de ayudas efectivas, que permitan aplicar la estimacion estadistica en el analisis de problemas y
proposicion de soluciones.

El &rea de la estimacién estadistica, es tal vez una de las que tiene mayor potencial para la implementacion de ayudas,
por su complejidad en cuanto a la eleccion del intervalo de confianza a usar. El investigador con falencias en su
formacion estadistica, al tratar de usar este método inferencial, generalmente tiene bastantes problemas para elegir un
intervalo de confianza adecuado al problema planteado, sin ayudas adicionales (resimenes, cuadros sindpticos,
diagramas de flujo, etc.) y de manera rapida, junto con el calculo de valores criticos, que toman en cuenta distintas
distribuciones de probabilidad (t de Student, distribucion normal estandar z, chi-cuadrada y2, F de Fisher, etc.).

Los libros de Estadistica (o libros relacionados como los de Control de Calidad, Analisis y Disefio de Experimentos,
Econometria, etc.) que contienen el tema de la estimacion estadistica, presentan actualmente las siguientes ayudas para
la eleccion:

= Diagramas de flujo: Levin y Rubin [2] y Berenson, Levine y Krehbiel [1], usan flujogramas (aungque no son
exhaustivos) para ayudar a la decisién de elegir el intervalo adecuado; sin embargo, este método no tiene la
contundencia deseada ya que ocuparia mucho espacio para plasmar todas las alternativas y en el diagrama no se
pueden incluir las formulas de los intervalos.
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= Tablas o resimenes: Algunos autores usan tablas o resimenes (que no son exhaustivas), como Freund y Simon
[4]; Miller, Freund y Jonson [5]; Montgomery [12], Gutierrez y de la Vara [13] y Juran y Gryna [15].

= Ninguna ayuda adicional para la eleccién: La mayoria de los libros, como Mason y Lind [3]; Lobez y Casa [11];
Maisel [9]; Garcia [7], Programa FORD-ITESM [14], Duncan [16], Yamane [19], Novales [20], entre otros, no
presentan ninguna ayuda adicional para la eleccidn del intervalo de confianza adecuado cuando se quiere estimar
un parametro poblacional.

Este articulo propone utilizar el arbol de decisién para lograr el objetivo de eleccion del intervalo de confianza

apropiado. Mendenhall [6] es el Unico que presenta una herramienta similar, pero presenta un arbol muy simple y con
pocas alternativas de analisis (Figura 1).

¢ Tipo de datos?

/ \

Binomiales Cuantitativos
(Con interés en las p) (Con interés en las u)
Una muestra o dos Una muestra o dos
Una muestra Dos muestras Una muestra Dos muestras
Una sola p (1 —p2) Una sola u (1 — 12)

oo\ /SN SN

Tamafio  Estimacion Tamafio Estimaciénde Tamafio Estimacion Tamafio Estimacion de
n dep n (1 —p2) n de u n (11 — u2)

Figura 1 — Arbol de decisiones para la estimacion estadistica (Fuente: Mendenhall [6])

2. LAESTADISTICA INFERENCIAL
2.1. Conceptos

Es la rama de la Estadistica que se ocupa del uso de los conceptos de la probabilidad para afrontar el riesgo y la
incertidumbre en la toma de decisiones. Los conceptos basicos de las distribuciones muestrales, sirven como base para
la estadistica inferencial. Esta comprende dos areas:

= La estimacion, que consiste en estimar los valores de los pardmetros de la poblacion bajo estudio.
= Las pruebas de hipoétesis, que constituyen el proceso de aceptar o rechazar declaraciones o supuestos, generalmente
relacionadas con caracteristicas poblacionales.

Las pruebas de hipdtesis pueden ser a su vez:

= Pruebas paramétricas, si lo que se desea es probar una hip6tesis acerca de un parametro poblacional en estudio. En
varias de estas pruebas, se debe realizar la suposicion de que las muestras obtenidas por el proceso de muestreo
aleatorio deben haber sido extraidas de una poblacién normal.

» Pruebas no paramétricas, si lo que se desea es probar una hipotesis en la cual no se requiere el uso de un pardmetro
poblacional y no se requiere realizar ninguna suposicion acerca de la forma de la poblacion.

En la Tabla 1 se muestra los principales métodos estadisticos inferenciales paramétricos y no paramétricos.

2.2. La estimacion estadistica
2.2.1. Introduccién

En muchos experimentos, problemas o investigaciones del mundo real, se quiere saber si la diferencia de medias,
proporciones o varianzas entre dos poblaciones es significativa, 0 a veces si la media, proporcién o varianza se
conforman a un valor patron; también se esta interesado en conocer un intervalo que se espera contenga el valor de la
diferencia de medias, proporciones o varianzas de las dos poblaciones, o de la media, proporcién o varianza de una
poblacion y, por lo tanto, se debera usar la estimacion estadistica.
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TABLA 1 - METODOS ESTADISTICOS INFERENCIALES

Tipo de NUmero de poblaciones
inferencia Una Dos Mayor a 2
Paramétrica Media Diferencia de medias ANOVA simple
Varianza Cociente de varianzas ANOVA de bloques
Proporcion Diferencia de proporciones
No paramétrica Prueba de signos Prueba de signos Prueba H de Kruskal
Prueba de bondad de Prueba U de Mann-Withney Wallis
ajuste Prueba de independencia de atributos

Fuente: Elaboracion propia
2.2.2. El proceso de la estimacion estadistica

Con los conceptos anteriores, es importante que el investigador entienda el proceso que se debe seguir para realizar una
estimacion. Se lo presenta en la Figura 2.

Poblacion 1. ¢Qué se quiere estimar?

Media de la poblacion (u)
Proporcion de la poblacién (P)
Varianza de la poblacién (c2)

Tamafio de la
poblacion

AN

2. ¢Cual es el procedimiento?
e Se determina el tamafio poblacional (N)
e Se determina el tamafio muestral (n)
e Se extrae una muestra representativa de la poblacion
e Se determinan los estadisticos de la muestra

Media de la muestra (x)
Proporcion de la muestra ()

Muestra Varianza de la muestra (s?)

e A partir de los estadisticos se calcula el intervalo de

confianza para estimar los parametros poblacionales:
Tamafio de la

muestra (n) X para estimar u

p para estimar P
s? para estimar o2

Figura 2 - Proceso de la estimacion estadistica.
Fuente: Elaboracion propia.

El proceso de la estimacion estadistica, comienza con elegir qué pardmetro se quiere estimar: la media, varianza o
proporcién de la poblacién; o la comparacidn de medias, varianzas y proporciones poblacionales. Luego se determina el
tamafo poblacional. Después, se procede a calcular el tamafio muestral representativo, se extrae una muestra aleatoria
de la poblacién en estudio y se determinan los estadisticos muestrales. Como Gltimo paso, mediante una estimacion
puntual o por intervalo, se estima el parametro poblacional.

2.2.3. Tipos de estimaciones

Un estimador es un estadistico muestral con el cual se estima un pardmetro de la poblaciéon (media, proporcion o
varianza). Una estimacion es un valor especifico observado de un estadistico. En la vida real, se desconocen los valores
de los parametros de las poblaciones que se estudian. Se pretende entonces estimarlos mediante informaciéon muestral.
Para esto puede hacerse una:

= Estimacién puntual: es un valor Gnico que pretende estimar el valor del parametro. Dos estimadores puntuales son:

n i - - -
la media muestral (para la media poblacional): X = % , ¥ la varianza muestral, (para la varianza poblacional):
2 _ Z?:1xi2_"f2

n-1

S
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= Estimacidn por intervalo: es un intervalo numérico donde se pretende encontrar el valor del parametro bajo estudio.
2.2.4. Criterios de un buen estimador [8], [3]
Un buen estimador debe cumplir con los siguientes criterios:

» Imparcialidad, cuando, en promedio, los valores del estimador coinciden con el verdadero valor del pardmetro.

= Consistencia, si al aumentar el tamafio de la muestra, se logra una seguridad casi absoluta de que el valor del
estadistico se acerca mucho al valor del pardmetro.

» Eficiencia, designa el tamafio del error estdndar del estadistico. Cuanto menor sea, el estimador es mas eficiente.

= Suficiencia, si utiliza la informacion contenida en la muestra, al punto que ningun otro estimador podria extraer de
esta Ultima més informacion referente al parametro de la poblacion que va a ser estimado.

Los métodos para determinar los mejores estimadores son los de maxima verosimilitud y el de momentos
(Mood/Grayhbill [8]; Maisel [9]; entre otros). Por estos métodos, se ha determinado que la media muestral es el mejor
estimador para la media de la poblacion y la desviacion muestral de la desviacién poblacional.

2.2.5. Estimacion por intervalos

Una desventaja de los estimadores puntuales, es que no se sabe qué tan cerca se encuentran del valor del parametro que
estiman. Con el fin de obtener alguna medida de la precisién en una estimacion, se determina un intervalo de valores
(intervalo de confianza), que incluird el valor del pardmetro con una probabilidad prefijada (1 — a), donde « es la
probabilidad de que el intervalo no contenga al verdadero valor del parametro (nivel de significancia). Los intervalos de
confianza pueden ser construidos utilizando el método del pivote (basado en el teorema central del limite y la ley de los
grandes nimeros). A continuacién se muestra un ejemplo.

De una poblacion normal, de la cual se quiere estimar la media, pero por alguna razén se conoce su desviacién estandar,
se extrae una muestra aleatoria sin importar su tamafio. La variable tipificada, para una poblacién infinita es: z = 5.
vn
Sabiendo que tiene una distribucién normal:

El intervalo de confianza donde se pretende hallar la media de la poblacién est4d comprendido entre —za yzey 1 —«
2 2
indica la probabilidad de que la media poblacional se encuentre en ese intervalo:

P(—Z%SZSZ%>=1—(Z

<<=z
- - \/ﬁ - - - -
a. Despejando la media de la desigualdad simultanea, se tiene el intervalo deseado:

Sustituyendo z: P (—z ) = 1 — a. Multiplicando por el error estandar: P (—Zg
2

3o

a
2

o
pr-relcusitnl)=1-a

o
a—== a
2 ,In 2 ﬂn
Usando el método del pivote se ha construido un intervalo de confianza para la estimacion de la media poblacional,

cuando se conoce la varianza poblacional y el nimero de muestra es grande. Sin embargo, existen muchos otros
intervalos para otras condiciones y objetivos.
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3. DESARROLLO DE LOS ARBOLES DE DECISION
3.1. Preguntas para la eleccion

Se ha deducido un intervalo de confianza en el acépite 2.2.5. Sin embargo, existen muchas combinaciones, ya que el
intervalo depende de varias condiciones:

= ;Cuantas poblaciones se estan investigando? Pudiendo ser una o dos poblaciones.

= Si es una poblacion, ;qué parametro poblacional se quiere estimar? Pudiendo existir las siguientes alternativas:
media, proporcion y varianza.

= Si se quieren comparar dos poblaciones, ;qué parametros poblacionales se quieren estimar? Pudiendo existir las
siguientes alternativas: diferencia de medias, proporciones o cociente de varianzas.

= Si se quiere estimar la media poblacional, ;la muestra proviene de una poblacién normal o no?

= Si proviene de una poblacién normal, ¢se conoce la varianza de la poblacién o no? Si no se conoce, ¢el tamafio de la
muestra es menor a 30 o mayor que ese valor?

= Si no proviene de una poblacién normal, ;se conoce la varianza de la poblacién o no? Si se conoce, ¢el tamafio de la
muestra es menor a 20 0 mayor que ese valor? Si no se conoce, ¢el tamafio de la muestra es menor a 50 0 mayor que
ese valor?

= Si se quiere estimar la diferencia de medias poblacionales, ¢las varianzas de las poblaciones son conocidas?

= Si no son conocidas, ¢Los tamafios muestrales son menores a 30 o mayores? Si son mayores, ¢las muestras son
dependientes o independientes? Si son menores, ¢las muestras son dependientes o independientes? Si son
independientes, ¢las varianzas de las poblaciones son iguales o diferentes?

= Si se quiere estimar la diferencia de proporciones, ¢las varianzas son conocidas o no?, ¢son iguales o no?

3.2. Configuracion de los arboles de decision

Con la informacion contenida en las preguntas anteriores, se han configurado 4 arboles de decisiéon que permiten
sistematizar la eleccién del intervalo de confianza adecuado.

= Figura 3: Muestra un arbol de decisién general para elegir el intervalo de confianza adecuado al problema que se
quiere resolver. Si la eleccion es utilizar un intervalo de confianza para la media poblacional, se debe ir a la Figura
4, si es un intervalo de confianza para la diferencia de medias, se deberd ir a la Figura 5, y si es un intervalo de
confianza para la proporcion o diferencia de proporciones, remitirse a la Figura 6.

= Figura 4: Muestra un arbol de decision para elegir el intervalo de confianza adecuado para la estimacion de la media
poblacional, tanto para poblaciones normales como no normales.

= Figura 5: Muestra un arbol de decision para elegir el intervalo de confianza adecuado para la estimacion de la
diferencia de medias poblacionales, para poblaciones normales.

= Figura 6: Muestra un arbol de decision para elegir el intervalo de confianza adecuado para la estimacion de la
proporcién y la diferencia de proporciones poblacionales, para poblaciones normales.

3.3. Bases tedricas y empiricas para el desarrollo de los arboles de decision

Vale la pena analizar cuales han sido las bases tedricas y empiricas para la configuracién de los tres arboles de decision.
Cabe recalcar primero, la importancia del teorema central del limite: “Si Xy, Xy, ..., X, son variables aleatorias que
representan una muestra de una poblacion con media u y desviacion estandar a, la distribucién de la media muestral es
aproximadamente normal, con media u y desviacion estandar o/+/n, si n es suficientemente grande”. Este es un
resultado muy importante, ya que asegura que a pesar de que la poblacién bajo estudio no sea normal, la media muestral
se distribuye aproximadamente normal, y que la aproximacion mejora para valores grandes de n. La mayoria de los
autores de textos formales de estadistica aconsejan que el tamafio de la muestra no sea inferior a 25 o0 30 elementos,
para asegurar lo que establece el teorema (Programa FORD-ITESM [14]).

Figura 3: Arbol de decision general para la estimacion de intervalos de confianza
La mayor parte de los libros de consulta utilizados para realizar una estimacion estadistica, muestran que se puede
estimar la media, varianza o proporcién poblacionales y, si se quiere realizar comparaciones entre dos poblaciones, se
pueden estimar la diferencia de medias, proporciones y el cociente de varianzas. Las consideraciones para la media, se
daran cuando se analice el arbol de la Figura 4, ya que existen numerosas opciones.

No todos estan de acuerdo con que la varianza pueda ser estimada con diferentes intervalos de confianza dependiendo
del tamafio muestral y, aln mas, no existe un acuerdo en el tamafio muestral limite para definir una muestra grande de
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una pequefia. Practicamente la mayoria de los libros de consulta estiman la varianza poblacional mediante el intervalo
de confianza que usa la distribucion y?2, con n — 1 grados de libertad, sin importar el tamafio muestral, para poblaciones
normales:

(n—1)s? 2 < (n—1)s?
2 - - 2
Ay Xi_Gnoa

P =l-a

Pocos autores (Freund y Simon [4], Duncan [16], el Programa FORD-ITESM [14] y Merril y Fox [18]) consideran que
para muestras grandes, es pertinente usar el intervalo de confianza basado en la distribucion normal estandar z:

p Za SO0 = 7a |=1-«a
1+-=2 1-—-—-22
V2n Van

Por otro lado, para usar este intervalo, el tamafio muestral que recomiendan algunos autores para muestras grandes es de
n =100 (Merril y Fox [18], Lobez y Casa [11]). S6lo Freund y Simon [4], Duncan [16] y el Programa FORD-ITESM
[14], admiten que para muestras n = 30 ya se puede usar la distribucion z, aunque recomiendan preferiblemente valores
mucho mayores.

Para el intervalo de diferencia de medias, los analisis tedrico-empiricos se trataran en el arbol de la Figura 5, ya que se
presentan varias opciones.

Para el intervalo del cociente de varianzas solo existe una alternativa para cualquier tamafio muestral y est4 basada en la
distribucion F de Fisher, con n; — 1y n, — 1 grados de libertad del numerador y el denominador, respectivamente, en

poblaciones normales:
P st ! <
ssF -

a
E,nl—l,nz—l

qw| "‘qw

N

. S S PR
T SsiF

1—%,711—1,712—1

Para el intervalo de proporciones o diferencia de proporciones, los andlisis teérico-empiricos se trataran en el arbol de la
Figura 6, porque existen muchas opciones.

Figura 4: Arbol de decision para la estimacion de la media poblacional

Garcia [7], Hays y Winkler [10] y muchos otros autores, afirman que cuando el tamafio muestral es mayor a 100 se
puede sustituir la curva normal por la distribucién t como distribucién muestral. Sin embargo, también sostienen que
empiricamente para n > 30, la media aritmética muestral presenta ya una distribucién que se aproxima suficiente a la
normal y que los intervalos de confianza resultantes son casi idénticos a los obtenidos utilizando la varianza verdadera;
incluso Novales [20], afirma que para n = 30 la distribucién t “coincide” con la normal. Cuando n < 30, es mejor
utilizar la distribucion t de Student. Esto se cumple si la muestra proviene de una poblacion normal. Batattacharyya y
Johnson [17], afirman que como una regla de trabajo, n < 30 es usualmente considerada como muestra pequefia y que
se debe tener cuidado en invocar la distribucion normal para la estimacion. También sostienen que con respecto a las
inferencias acerca de la media poblacional usando el estadistico t, el efecto de la eficiencia de la estimacién no es
demasiado serio si el tamafio muestral es moderadamente grande (digamos 15), y se puede considerar que se realiza una
inferencia “robusta”. Ademas, Hoel [24], denomina a los métodos de muestras pequefias como “exactos” ya que
también pueden aplicarse a muestras grandes; sin embargo, requieren mas conocimientos e informacién que los
métodos de muestras grandes, y por esa razén no pueden desplazarlos completamente.

Si una muestra proviene de una poblacion que no es normal, y la varianza poblacional es conocida, el tamafio muestral
para el uso de la distribucion z es de 20, ya que es el tamafio establecido para diferenciar muestras grandes y pequefias
en las pruebas no paramétricas (Mason y Lind [3]; Freund y Simon [4]; Miller, Freund y Jonson [5]; Mendenhall [6],
entre otros). Si la muestra es menor a 20, se debera hacer uso del Teorema de Tchebysheff para el calculo del valor
critico k (Hays y Winkler [10]; Freund y Simon [4]; Larson [21]).
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éPalabra clave? o Use el siguiente intervalo de confianza:
Media (Figura 4)

n>30 zg =0 zg | =17
Variabilidad 1+ == 1-—--=2
Dispersion . Van Van
€ Varianza
2 2
n—1)s n—1)s
n<30 ( 2) < Zs(z ) =1—a
Fraccion X%,n—l X8y
Una Porcentaje
Probabilidad
Proporcion (Figura 6)
Comparacién Diferencia de medias (Figura 5)
é¢NUumero de omparacién de ) 1 5 5 "
. : (o2 S
poblaciones varianzas @ Cociente de varianzas P —12 < —12 < —12— =1—a
involucradas? S5 F—n1—1,n2—1 a, S5 F1—%,n1—1,n2—1

Comparacio

de fracciones
Diferencia de proporciones (Figura 6)

éQué se quiere
estimar?

Figura 3 - Arbol de decision para escoger el intervalo de confianza adecuado.
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Use el siguiente intervalo de confianza:

Cualquier n o o
P(f—Za—Slle‘f‘Zd—) =1-a

Grande

Pequefiio
Normal

Grande
No Normal

Pequefiio
¢éDistribucion de
la poblacion?

Grande

No

éVarianza de la -
L ) Pequeiio
poblacién conocida?

No existe intervalo de confianza

¢Tamaio muestral?

El valor critico k, es el valor determinado por el teorema de Tchebysheff.

Figura 4 - Arbol de decision para escoger el intervalo de confianza adecuado para la media de la poblacion.
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Use el siguiente intervalo de confianza:

No g2 g2 o2 o2
No Pl (F =) —za [+ 2 <y~ <@ —%)+2e | =+ |=1—a
Cualquier n 2 n; Ny 2 n;, N,

_ s{  s; - st | S
Pl Gy—%)—za | —+—<py— <G —%)+ze | —+—[=1-a
2Jym N R

Grande

1 1 1 1
Pl (%, — %) — ta ,— — <~y < (X —F) + ta —t—|=1-
<(x1 %2) 2y Sp " + . W=ty < (X — %) + <y Sp " + le a

(n, — 1)512 + (ny — 1)522

éVarianzas de

o Sp = ety = 2 v=n,+n,—2
las poblaciones ~
conocidas? Pequefia No 7 R
éTamafio P| (% — %) — ta, _1+—25.U1_.U25(f1_f2)+t2” Z2+2Z]=1-a
muestral? iMuestras No 2\ M2 ; " 2°m N
dependientes? /. uonas de (fz_ll + %)
las poblaciones vVE— 5 ;7 2
iguales? (fl—l) (‘:l—z)
1 + 2

X4 Y Sq son la media y la desviacion estandar muestrales de la diferencia de datos pareados. u, es la diferencia de medias poblacionales de datos pareados.
s, es la desviacion estandar promedio de las muestras. v representa los grados de libertad de la distribucion t de Student.

Figura 5 - Arbol de decision para escoger el intervalo de confianza adecuado para la diferencia de medias de poblaciones normales.
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éNumero de
poblaciones
involucradas?

éVarianzas de
las poblaciones
conocidas?
éVarianzas de
las poblaciones
iguales?

P es una proporcion patron o estandar de la poblacion.

Use el siguiente intervalo de confianza:

. p(1-p) . p(1 —p)
P P—tan_1 n SPSp+tgn1 " =1—-«a
/1 1
P (B —P2) — 2a P(l—P)(—+—>SP1—st =1-a
ng n;
B (1-P B,(1-P
P (ﬁl_ﬁz)—ZE\] 1( 1)+ 2( Z)SPl—st... =1—-a
2 n, n,
A 1 1
P\ (p, — D) — ta, Pp(l—Pp)(—+—)§P1—st... =1—¢
2 n; n,
Pp=xl+x2 v=mn;+n,—2
5 (1—p A
p (ﬁl_ﬁz)_tgvjpl( p1)+pz( pZ)SP1—P2S"' 1
2’ ny n,

[ﬁl(ln— P} Pl = ﬁ2>]2
[ﬁl(ln: ﬁl)r . [ﬁz(ln: ﬁz)]z

n,—1 n,—1

Figura 6 - Arbol de decision para escoger el intervalo de confianza adecuado para la proporcion y diferencia de proporciones de poblaciones normales.
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El Teorema de Tchebysheff manifiesta: “Para cualquier conjunto de datos y cualquier constante k mayor que uno, el
porcentaje de los datos que debe caer dentro de k desviaciones estandar de cualquier lado de la media es de por lo

menos 1 — kiz (Freund y Simon [4]). Por lo tanto, uno puede estar seguro que, por ejemplo, el 1 — 212 = 75% de los
valores de una distribucion debe caer dentro de mas o menos dos desviaciones estandares. Si se quiere un intervalo de

confianza del 95%, el valor de k debe ser de k = \/g = /ﬁ = 4.47. Se nota que no se realiza ninguna suposicion de

distribucion cuando se usa el teorema de Tchebysheff (Larson [21]).

Si una muestra proviene de una poblacién que no es normal y la varianza poblacional es desconocida, el tamafio
muestral para el uso de la distribucion z es de 50. Este valor sale de la practica empirica, ya que se puede demostrar que
en una investigacion, si se separa un estudio con tamafio muestral n en varios con tamafio 50, las conclusiones son
practicamente las mismas. Por otro lado, Giardina [22] observa que para n > 50, se logra que el error estandar de la
media o de la proporcion sea una buena estimacion del verdadero valor. Si n < 50 no hay mas salida que desistir de
obtener un intervalo de confianza.

Cuanto mayor incertidumbre existe (es decir, la poblaciéon no es normal, no se conoce la varianza poblacional y el
tamafio muestral es pequefio), los valores criticos (determinados por las distribuciones z, t o el teorema de Tchebysheff,
segun sea el caso) serdn més grandes y, por lo tanto, el intervalo tendrd un rango mayor y poseera menor precision. Este
fendmeno puede observarse en la Tabla 2, donde se muestran los valores criticos usando las distintas distribuciones (z, t
o el teorema de Tchebysheff), para diferentes probabilidades de confianza y diferentes tamafios muestrales.

TABLA 2 - VALORES CRITICOS (z, t, k) PARA DIFERENTES NIVELES DE CERTEZA

1-—«a Z k t(n=20) | t(n=30) | t(n=50) |t(n=100)
0,90 1,645 3,162 1,729 1,699 1,677 1,660
0,95 1,960 4,472 2,093 2,045 2,010 1,984
0,99 2,576 10,000 2,861 2,756 2,680 2,626

Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 7 se puede observar que a partir de un tamafio muestral de 15 o 20, los valores de la distribucion t recién
comienzan a diferir de la tendencia constante hasta un tamafio 50 y practicamente se mantiene invariable hasta 100 o un
valor mayor. Este fendmeno también ha sido observado por algunos autores (Batattacharyya y Johnson [17]), que
sostienen que los valores de t no difieren significativamente de los valores de z, para tamafios muestrales iguales o
mayores a 15.

t &
5_
4_
—a—1(0,90)
3 ———o o
S T T —a—t(0,95)
2 7 \ﬁ—ﬁ—t—‘—H—H
—e—1(0,99)
1_
O T T T T 1

0 10 20 30 40 50 n

Figura 7 — Valores criticos de la distribucién t con distintos niveles de confianza .
Fuente: Elaboracion propia

Figura 5: Arbol de decision para la estimacion de diferencia de medias
La eleccion para la estimacion de la diferencia de medias en poblaciones normales depende de varios aspectos:
= El conocimiento de las varianzas poblacionales

= El tamafio de las muestras
= Ladependencia de las muestras
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= Laigualdad de varianzas poblacionales

Si se conocen las varianzas poblacionales el intervalo adecuado se distribuye mediante una normal estandar z, para
cualquier tamafio muestral:

0.2 O_Z 0.2 2
Pl —%,)—za | —+2<uy - <(®% —%)+za | —+—= |=1-a
1 2 7 Tl1 nz— 1 2 = 1 2 7 |n

Se usa el mismo intervalo si las varianzas no son conocidas pero el tamafio muestral es n > 30.

Si las varianzas poblacionales son desconocidas, el tamafio es n = 30 y las muestras son dependientes o pareadas, el
intervalo es:

_ Sa _ Sd
PlXg—ze—=<pg<x3+ze—|=1-a
2 2

Vi Vi
donde x; y s4 son los estadisticos muestrales de la diferencia de los datos pareados.

Cuando el tamafio es n < 30, se usa la distribucion t, con n — 1 grados de libertad:
P(x <% ) _q
<xd - t%,n—lﬁ = ‘ud = xd + t%,n—l \/_Z) - 4

Si las varianzas poblacionales son desconocidas, el tamafio es n < 30, las muestras son independientes y las varianzas
poblacionales son iguales, se usa la distribucién t con v = n; + n, — 2 grados de libertad:

1
S — U S (X —X)tta,s, [—+—|=1—«a
2’ ny

1 1
Pl (x,—x,)—ta, s, | —+—
( 1 2) %,v P n,n n,

2

donde s, es la desviacion estandar promedio de las dos muestras:

n1+n2_2

Jm—nﬁ+m—n£
Sy =

Si las varianzas de las poblaciones no son iguales, se tiene:

st s? st s?
- 1 2 - - 1 2

P X1 — X-) — ta — =< — < (x, —x,) + ta — = |=1—-a
( 2) v |n, , S~y < (% 2) v |n, )

Hay un desacuerdo sobre cdmo medir los grados de libertad para la distribucién t en este intervalo. Autores, como
Yamane [19], Programa FORD-ITESM [14], entre otros, realizan el calculo con la formula siguiente:

_2 (i)z
+L

n+1 n,+1

Otros, como Juran y Gryna [15], entre otros, calculan mediante la siguiente formula:
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Esta es la que usan también los paquetes estadisticos como el Statgraphics y el Anélisis de Datos del Excel, entre otros,
por lo que se adoptara en este articulo. La razén de la diferencia puede ser debida a la confianza optimista o

conservadora para la estimacion.

Figura 6: Arbol de decision para la estimacion de proporciones y diferencia de proporciones.

Para el intervalo de la proporcion existen dos alternativas y, generalmente, son adecuadas para muestras grandes y
proporciones cercanas a 0,5 o por lo menos mayores a 0,1 (Duncan [16]), de modo que se cumpla que np = 5 (Leviny
Rubin [2]). El intervalo de la proporcion se basa en una distribucion binomial, que puede ser aproximada a una normal
solo bajo esas condiciones. Si la varianza de la poblacion es conocida:

que tiene una distribucion t con n — 1 grados de libertad.

El intervalo de la diferencia de proporciones también supone muestras grandes para que se ajuste a una distribucién
normal. Muxica [22], es el Gnico autor que plantea varias opciones para la estimacion de la diferencia de proporciones,
y su andlisis es muy similar al de los intervalos para la diferencia de medias, es decir, se toma en cuenta si las varianzas

poblaciones son conocidas y si son iguales.

Para varianzas conocidas e iguales:

1

.. . /1
P (P1_P2)—Z;¢\/P(1—P)<n—1+n—2>gPl—PzS... =1—qa

Para varianzas conocidas y no necesariamente iguales:

p(1-p8) P,(1-P
1( 1)+ 2( Z)Spl—PZS"‘ =1—-«a
nl nZ

P (751_752)_2‘;\/

Para varianzas desconocidas pero iguales:

>SP1—P2S--- =1-a

1 1
P| (p, —P,) —te., |P,(1—P (—+—
P11 —P2) 7_1,\/ p( p) o n,

X1+x

donde P, = y la distribucion t tiene v = n; + n, — 2 grados de libertad.

n1+nz’

Para varianzas desconocidas y no necesariamente iguales:
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5.(1— b 5.(1 — b
P ( P1)+p2( Pz)s
ny n;

P,—P, < |=1-a

p (ﬁl - ?32) - t‘;,v\/

Los grados de libertad estan dados por:

[ﬁlcln: P ﬁz(ln: ﬁz)r
[ﬁlcln: ﬁl)r ) [ﬁz(ln: ﬁz)r -

n1_1 n2_1

4. EJEMPLOS PARA EL USO DE LOS ARBOLES DE DECISION

Se podré usar el &rbol de decision de la Figura 3 (y si es el caso remitirse a los &rboles de las Figuras 4, 5y 6), cuando
tenga que resolver cualquier problema para la estimacién de un parametro poblacional. Su uso es sencillo y se aplicara a
dos casos para mayor claridad.

Caso 1:

Un nuevo dispositivo de filtrado se instala en una planta quimica. Muestras aleatorias arrojaron la siguiente informacion
del porcentaje de impurezas, antes y después de la instalacion:

Muestra/Estadisticos | Media | Varianza | Tamafio
Antes 12,5 101,17 8
Después 10,2 94,73 9

Se trata de establecer:

a) una forma para estimar si el porcentaje de impurezas presenta la misma variabilidad antes y después de la
instalacién del nuevo dispositivo de filtrado, utilizando 1 — a = 0,95,

b) si el dispositivo de filtrado ha reducido el porcentaje medio de impurezas de forma significativa,

c) si el porcentaje medio de impurezas permitido en la planta quimica es de 5%, y si se lleg6 a cumplir la meta.

Resolucion:

a) De la Figura 3, se responde:

= ;Numero de poblaciones? Como existe una muestra antes y otra después, éstas se extrajeron de dos poblaciones.
= ;Palabra clave? Comparacion de varianzas.

Por lo tanto, se utiliza el intervalo para el cociente de varianzas:

52 1 o2 s? 1
P(—l—s ! s—1—>=1—a

2 2 2
52 F%,nl—l,nz—i 0-2 SZ Fl—%,nl—l,nz—l

Reemplazando la informacion muestral y puntos criticos de la distribucién de Fisher:

101,17 1 _of 101,17 1
—— <5< —— ] =95%
94,73 4,53 ~ o7 = 94,73 0,20

0_2
P <0,24 < 0_12 < 5,23) = 95%
2

La variabilidad del porcentaje de impurezas antes y después de la instalacion del nuevo dispositivo de filtrado es la
misma, ya que el intervalo contiene el valor de 1.
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De la Figura 3, se responde:

= ;Nimero de poblaciones? Como existe una muestra antes y otra después, éstas se extrajeron de dos poblaciones.
= ;Palabra clave? Comparacion de medias.

Se considera la Figura 5:

= ;Las varianzas de las poblaciones son conocidas? “No”.

= ;Tamafios muestrales? “Menores a 30”.

= ;Muestras dependientes? “No”.

= ;Varianzas poblacionales iguales? “Si” (Resultado del inciso a)).

Por lo tanto, se usa el siguiente intervalo para la diferencia de medias:

_ _ 1 1 _ _ 1 1
- - /— — <y —u, < - f— —|=1-
P ((xl X;) t%_v Sp s + s C Rl PR (%, — %) + t%v N + n2> 1—a con
o = [muzDst+np-1)sE
p nit+ny—2

Reemplazando la informacion muestral y puntos criticos de la distribucion t:

8+9-2 ’

/1 1 ’1 1
P| (125-102) = (213)989 |5+ S i~y < (125 - 102) +(2,13) 9,89 [+ | = 95%

P(=7,94 < p, — i, < 12,54) = 95%

8—-1)101.17 + (9 —1)94.73
sz]( ) ©O-19473 _

El dispositivo de filtrado no ha sido efectivo, porque el porcentaje medio de impurezas antes y después es el mismo
(el intervalo contiene el valor de 0).

De la Figura 3, se responde:

= ;Numero de poblaciones? Como solo se quiere ver si con el nuevo dispositivo se llego a la meta: “Una”.
= ;Palabra clave? “Media”.

Se considera la Figura 4:

= ¢ Distribucién de la poblacion? Vamos a suponer que la muestra proviene de una poblacién normal.
= ;Varianza de la poblacion conocida? “No”.
= ;Tamafo muestral? “Pequefio”.

Por lo tanto el intervalo para la media es:
_ S _ S
P(x — t%,n—1ﬁ Sus<x+ t%,n—1ﬁ) =1—-a«a
Reemplazando la informacidn muestral y puntos criticos de la distribucion t:

P<102 2 319’73 <u<102+2 319'73> 95%
) T 4L, - = = = ) ] — | = 0
N NG

P(2,71 < u <17,69) = 95%

Se lleg6 a cumplir la meta del porcentaje de impurezas permitido, ya que el intervalo contiene el valor de 5%.
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Nota: Los valores criticos F, t 0 z para los distintos intervalos de confianza con una probabilidad de certeza, se
determinan mediante las tablas estadisticas respectivas que se pueden encontrar en cualquier libro de
Estadistica.

Caso 2:

Una maquina produce segin un estandar de 5% de productos defectuosos. Se quiere ver la eficiencia de un nuevo
operario, y para ello se recopild una muestra aleatoria de 50 dias en la que el nuevo operario produjo 10 productos al
dia. Se analizaron los productos y se comprob6 que 30 estaban defectuosos.

a) Se trata de establecer si el nuevo operario se ajusta al patrén de eficiencia de la maquina. Se quiere tener una certeza
del 95% en la estimacion.

De la Figura 3:

= ;Numero de poblaciones? “Una”
= ;Qué se quiere estimar? “Una proporcion”

De la Figura 6:

= ;Numero de poblaciones? “Una”
= ,Varianza de la poblacion conocida? “Si”

/P1—P fﬁ1—ﬁ
Plp—2za ¥SPS[§+23 Fa-# =1-a
2 n 2 n
Pl 006—196 2220009 0064196 |[22E =00 ) _ ooy,
’ ' 500 =r=n ’ 500 O

P(0,041 < P <0,079) = 95%

El intervalo adecuado es:

El operario se ajusta al patron de eficiencia de la maquina, que es de 0,05.

b) Ahora, se supone que existen dos maquinas, la primera con una eficiencia de 5% de productos defectuosos
producidos y la segunda con el 10%. Se quiere comparar si el nuevo trabajador cumple con la diferencia de
proporciones de eficiencia de las maquinas, que es del 5%. Los datos muestrales son los siguientes:

Maquina 1 | Maquina 2
Tamafo muestral 500 600
Defectuosos 30 72
Proporcion muestral 0,06 0,12

De la Figura 3:

= /Numero de poblaciones? “Dos”
= /Qué se quiere estimar? “Comparacion de proporciones”

De la Figura 6:
= /Numero de poblaciones? “Dos”
= ;Varianzas de las poblaciones conocidas? “Si”

= ;Varianzas de las poblaciones iguales? “No”

El intervalo adecuado es:
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B(1-B) B(-P
P (ﬁ1_ﬁ2)_zg‘\/ 1( 1)+ 2( 2)

n 1 =h 2 = a
p| (006 - 0,12) - 1,06 |222E =005 010A-010 _, _, _ . |_,
0,06-012) -1, 500 600 R

P(-0,091 <P, —P, <—-0,029)=1—a
P29% <P, —P,<91%)=1—«a
El nuevo operario cumple con el criterio de la diferencia de eficiencias de las maquinas, que es del 5%.
También se quiere comparar la eficiencia de produccion del operario nuevo con el antiguo en una maquina 3, de la

cual no se sabe su eficiencia. Primero, se quiere probar si las varianzas de los dos operarios son iguales o no. Los
datos muestrales son:

Operario 1 | Operario 2
Tamario muestral 200 200
Defectuosos 30 25
Proporcion muestral 0,15 0,125

De la Figura 3:

= ;Numero de poblaciones? “Dos”
= ;Qué se quiere estimar? “Relacion de variabilidades”

El intervalo adecuado es:

qw| "‘qw
(%)

N

2
p(i L
2 >
SZ F%,nl—l,nz—l

2 1
S—17>=1—a

2
SZ Fl—%,nl—l,nz—l

Expresado en funcidn de las varianzas para proporciones;

<5<

p1(1-p1) 1 ‘712 p1(1—p1) 1 —1—g
P2 (1-p,) F%,nl—l,n2—1 oy~ P2(1-P7) F1—%,n1—1,n2—1

0,125(1—-0,125)1,32 = ¢? = 0,125(1 - 0,125) 0,76

15(1-0,15) 1 2 15(1-0,15) 1
<o,5( 0,15) _of _ _015(1-015) >=1_a

of
P<0,88 <5< 1,54) =1-a
0.

2

Las varianzas de eficiencia de los dos operarios son iguales.
De la Figura 3:

e ;Numero de poblaciones? “Dos”
e ;Que se quiere estimar? “Comparacion de proporciones”
De la Figura 6:

= ;/Numero de poblaciones? “Dos”
= ;Varianzas de las poblaciones conocidas? “No”
» ;Varianzas de las poblaciones iguales? “Si” (Probado anteriormente)
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El intervalo adecuado es:

1 1
P (ﬁ1_ﬁ2)—tg_v\/Pp(l—Pp)(—+—> <P —-Py< |=1-a
2 n; Ny
— Xatxs _ 30425 _ 0,1375
P nyen, P 200+200
P| (0,15-0,125) — 1,96 |0,1375(1 01375(1 1)<P P, < =1
J ) ) ) ( ) ) 200 200 > 1 2 < — a

P(-0,042< P, —P,<0,092)=1—a

Los operarios tienen eficiencias iguales usando la misma méaquina, ya que la diferencia contiene el valor de 0.

5. CONCLUSIONES

Se han configurado arboles de decision para elegir el intervalo de confianza adecuado en la resolucion de problemas de
estimacion estadistica, a partir de bases tedricas y empiricas generalmente aceptadas, que cumplen el objetivo de
disminuir la complejidad de la eleccion. Estos permiten usar este método inferencial con mayor facilidad y brindar la
solucidn de eleccion de forma mas rapida y exhaustiva que los métodos de flujogramas o tablas resumen, para los fines
o los propésitos establecidos.

Por otro lado, esta ayuda se presta para su uso en la informética y para la configuracion de un software estadistico mas
funcional y comprensible que los actuales.

La ayuda de los &rboles de decisiones para la estimacion estadistica ha sido adoptada actualmente por muchos
investigadores sin formacion solida en Estadistica con excelentes resultados.

Por otro lado, los arboles de decision pueden ser usados de manera similar a la de los intervalos de confianza en otros
temas de la estadistica inferencial como ser: pruebas de hipotesis, tanto paramétricas como no paramétricas, modelos
probabilisticos, modelos de regresion; o en temas de la estadistica descriptiva, control estadistico de calidad o el disefio
y analisis de experimentos (los autores han desarrollado la ayuda en todas estas areas).

Se espera que este aporte, logre que cada vez mas investigadores y profesionales utilicen el analisis estadistico, como
por ejemplo la estimacion, para el tratamiento alternativo de la informacién.
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