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RESUMEN

En el presente trabajo se propone un modelo matematico dinamico para estimar el comportamiento de poblaciones en el
tiempo tomando en cuenta la estructura de edades. Se discretiza la ecuacion diferencial en derivadas parciales que se
obtiene como modelo, utilizando el Método Numérico de Lineas. Para su desarrollo computacional, se utilizé el cddigo
DASSL y datos de los censos de Bolivia de 1992 y 2001, se compar6 los resultados obtenidos numéricamente con los
datos reales. Con el modelo propuesto, se realizaron proyecciones del comportamiento de la poblacién femenina; se
observo una tendencia al crecimiento en general y, en particular, la estabilidad en la cantidad de individuos con edades
entre 70y 75 afios.
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Lineas.

1. INTRODUCCION

Durante la década de los 60s y 70s se creia que una tasa alta de fertilidad impedia el desarrollo en un pais, pues familias
con muchos hijos tenian que invertir mas dinero en educacion y salud, por lo tanto, era dificil la acumulacién de
riquezas materiales. Pero en los 80s esta vision cambid. Bajo la investigacion empirica, los economistas aseguraron que
lo que impulsaba al crecimiento econdmico era el capital humano con la innovacién tecnoldgica y que el crecimiento de
la poblacion no afectaba realmente mucho en la economia.

En estos uUltimos afios, se llegd a la conclusion de que la estructura de poblacion afecta a la economia en una forma
diferente. Las personas viven mas tiempo y disminuye la mortalidad infantil, por lo que la tendencia es de tener menos
hijos, lo que lleva, eventualmente, a que por un lado los padres tengan més dinero para invertir en su salud y educacion,
las mujeres puedan salir a trabajar y por ende se mejora igualmente la fuerza de trabajo. Esta tendencia da lugar a que la
edad promedio de la poblacién crezca y la razén entre poblacion productiva y dependiente también aumente, siendo
necesario un cambio en las politicas de bienestar social.

Ademaés de estas consideraciones, un gobierno necesita saber como implementar planes de desarrollo. Saber cuéantas
guarderias se necesita construir, cuantos colegios y qué tipos de empleos seran necesarios, cuantos doctores y
profesores entrenar y qué tanto de impuestos se debe recaudar para satisfacer las necesidades sociales de la poblacion.
En Bolivia, por ejemplo, es necesario estimar cuantas personas mayores de 65 afios habra en los proximos afios para
destinar el dinero necesario para el Bonosol.

Los estudios actuales del Instituto Nacional de Estadistica (INE) con respecto al comportamiento de poblaciones en
Bolivia, estan basados en interpolaciones y regresiones de datos obtenidos en los censos realizados desde 1952 hasta el
2001[5]. Sin embargo, es posible elaborar y estudiar modelos de poblaciones que se expresan a través de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, los cuales han sido poco utilizados en general, a causa de la complejidad en la
utilizacion de los datos existentes de los censos aplicados a diferentes poblaciones, ademas de su solucién numérica
puesto que se hace imposible resolver estas ecuaciones de manera exacta.

En este trabajo se presenta una nueva forma de proyectar el comportamiento de poblaciones en el tiempo por grupos
etareos, a través de ecuaciones diferenciales parciales, mejorando de alguna manera las proyecciones estadisticas que se
hacen cominmente. Ademas, se analiza la solucién numérica del modelo con los datos historicos existentes en el INE
de Bolivia y se valida, finalmente, los resultados obtenidos con el censo del 2001.
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2. OBTENCION DEL MODELO MATEMATICO

Para la obtencion del modelo se definen dos variables independientes: edad (z) y tiempo (t), ademas de una funcién
continua ¢(Z,t) que representa el nimero de individuos de edad z en el instante t.

Por lo tanto, para conocer el nimero de personas N(t) que existen en una poblacién con edades entre a y b en un tiempo
t cualquiera, basta con integrar:

N(t)=j¢(z,t)dz
0<[a,b] <115

Para el total de la poblacion se tomard a =0y b = 115, considerando b la edad maxima.

115

Ntotal (t) = _[ ¢(Z’t)dz

Si se considera inicialmente que no existe inmigracién ni emigracion, la salida de los individuos de la poblacién
depende de la mortalidad, o sea, de la cantidad de personas de edad z que mueren en un tiempo t, d(z, t). Luego, el

nimero de muertes en el instante t entre las edades Z, y Z, sera:

M(t):Td(z,t)dz

1

Para la obtencion de un primer modelo se utiliza la ecuacion de continuidad. Considerando que la unidad de tiempo se
toma en afios:

Tasa de _ | Cantidad de individuos Cantidad de individuos Tasa de
Cambio ~| quecumplenlaedadz; |~ | que pasan la edad z, © | muertes
) 7, ]
ajﬁ(z,t)dz=¢(zl,t)—¢(zz,t)—.fd(z,t)dz. )
Utilizando el teorema fundamental del célculo y transformaciones algebraicas, se obtiene:
g]g¢(z,t)dz = —T£¢(z,t)dz—ifd (z,t)dz.
oty ; 0z .
Esta Gltima ecuacion da lugar a la ecuacion diferencial a derivadas parciales siguiente:
2¢5(z,t)+g¢(z,t)+d(z,t)=0 )
ot oz

Si se define 1(z,t) como la razén entre las personas que mueren con respecto a la cantidad total de personas de edad z
(w =115):

u(z,t)z%, 0<z<w y 0<t<w (3)

y reemplazando en la ecuacion ( 2), se tiene el primer modelo:
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0 0

a¢(z,t)+§¢(Z,t)+y(2,t)¢(z,t) =0

$(115,t) =0 CF (4)
#(0,1) = B(t) CF

#(2,0)=C(2) Cl

La funcion C(z) representa la cantidad de personas con edad z en el momento de empezar el proceso, t = 0, que puede
ser por ejemplo el afio en que se realizé un censo.

Para el calculo de B(t), el nimero de nifios que nacen en el momento, se necesita conocer la cantidad de nifios que
nacen dependiendo del tiempo. Esta funcién es mas complicada, se puede pensar en una funcion de fertilidad,
dependiendo de la edad de la madre y del padre. Sin embargo, ambos padres no necesariamente tienen la misma edad,
por esta razén sélo se analizara la funcién ¢(z,t) como la cantidad de mujeres Gnicamente, al igual que el resto de las

funciones del modelo. EI modelo supone igualmente que las personas no viven mas de 115 afios.

Entonces, la funcion de fertilidad femenina seré:
b
B(t) =jm(z,t)¢(z,t)dz
con m(z, t) el namero de hijas nacidas de madres de edad z en el tiempo t y [a; b] el intervalo donde se considera la

fertilidad de la mujer.

Para el estudio de la poblacion boliviana, seria importante incluir en el modelo la variable emigracién, debido a la
situacion econdmica actual. Por lo tanto, si se considera E(z, t) como el nimero de personas de edad z que emigran del

pais, y £(Z,t) como la tasa entonces:

E(z,t)
#(z.1)

&(z,t) =
y el modelo se convertiria en :
9 p(2)+ L p(2t) +Lu(2t)+ £(2.)p(2,t) =0
ot e ’ ’ ’
#(115t) =0 (5)

$0.0 = [ m(z,04(z,1)
$(2.0)=C(2)

3. PARAMETROS DEL MODELO

De acuerdo al modelo presentado en la ecuacion (5), para su aplicacion se necesitaria conocer la mortalidad, la
emigracion y la fecundidad en funcion de las edades y del tiempo. Los datos de fertilidad y la mortalidad de las mujeres
se pueden obtener de los datos estimados por el INE [5], pero no se dispone de datos suficientes sobre la migracion
internacional. Debido a esta falta de datos, se puede aplicar solamente el modelo (4) donde no se considera migracion ni
emigracion.

3.1 Funcién de Fertilidad

Para determinar la estructura de la fecundidad se analizaron las fuentes disponibles [5] a partir de 1975, tomando las
fertilidades en 7 grupos a partir de los 15 afios (15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44, 45-50), Figura 1. En los
primeros 4 grupos, la fertilidad van en aumento pero a partir de los 35 afios disminuye. Después de los 50 afios y antes
de los 15 afios, se considera que la fertilidad es nula. La fertilidad es una funcion que, ademas de la edad, dependen del
tiempo ya que las mujeres tienden a tener familias mas pequefias en cada generacidn. Asi, para el periodo 1990-1995 se
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determind la estructura de fecundidad como promedio de las estructuras observadas en el censo 1992 y en la Encuesta
de Salud ENDSA 1994 [5], mientras que para 1995-2000 las estimaciones se obtuvieron promediando las estructuras
del Censo 2001 y de la Encuesta de Salud ENDSA 1998 [5]. Para los siguientes quinquenios, 2000-2005, 2005-2010,
etc., se interpolé en funcion de los niveles de la tasa global de fecundidad correspondiente a cada uno de ellos.

Las tasas globales de fecundidad en el periodo 2000-2050 fueron estimadas utilizando la proyeccion de curva logistica:

TGF(t) =k, + 7k2
1+

e a+bt

con k2 asintota superior (7 hijos) y k1 asintota inferior (1.7 hijos) y a, b parametros de la funcién. En la Figura 1 se
muestra la tasa de fecundidad por grupos de edades desde 1975, con intervalos de tiempo de 5 afios.

15 - ) 4fiog

A0 4 afing

BB

———+  30- s

Tazas de fecundidad

— B-Bifis

1 Mg

1 1 N
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 0.7 0.5 0.9 I =% 159
Cllinguenios

Figura 1 - Tasa de fecundidad por grupos de edades desde 1975, con intervalos de tiempo de 5 afios.

3.2 Funcién de Mortalidad

Para la funcion de mortalidad, se discretizé la poblacién en edades 0, 1, 5, 10, 15, 20,..., 75, 80, 115 y la estimacién
consta de dos anélisis: mortalidad en los primeros afios de vida (0-5) y mortalidad adulta. Los datos utilizados fueron
obtenidos de la misma forma que los de fertilidad, al igual que las proyecciones de los afios 2000-2005 y para las
edades intermedias se realizaron interpolaciones con cerchas cubicas.

3.3 Poblacion Inicial

La funcién C(Z) representa la cantidad de individuos de edad z en el tiempo 0. Para este estudio se considera el afio

1992 como el momento inicial, t = 0, debido a que el censo efectuado ese afio es considerado como el primero mas
completo realizado en Bolivia.

4. DISCRETIZACION DEL MODELO

Para resolver numéricamente el modelo (3) se debe tomar en cuenta los datos disponibles, ademas de la estructura de la
condicidn de frontera, sobre todo en z = 0, donde se necesita calcular una integral en z. Sin embargo, si se discretiza
esta variable, la integral se convierte en una sumatoria exacta. Un método clasico que permite discretizar las edades
seria el de diferencias finitas; no obstante, producto del cambio brusco en los datos de las mortalidades, la ecuacién que
resulta del modelo se puede convertir en una ecuacién diferencial rigida (stiff), haciendo que el método en diferencia no
sea numéricamente estable e imposibilitando la solucién numérica del problema. No obstante, el Método de Lineas
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(MOL) [1],[3] permite discretizar solamente la edad, obteniéndose un problema de Ecuaciones Diferenciales
Algebraicas (EDA) con valor inicial que s6lo depende del tiempo, o sea:

04 (1) da(t) =4, (1)
ot 2Az

¢4 (t)=2mM4MAZ,  t>0,  AZ =5

+ 44, (t)4, (1) =0 t>0 i=5,10,15, ..., 80

6
#,(0)=C, i=0,5,10,15, ..., 80 ©)

#ys () =0 t>0

En el esquema (6), la funcidn ¢i (t) representa la cantidad de individuos de edad i en funcion del tiempo t; L; Oy

m, (t) representan la mortalidad y fertilidad en el momento t para individuos de edad i y C; el total de individuos de
edadient=0 (1992).

Para la solucion numérica del Sistema de Ecuacién Diferencial Algebraica (6) se utilizaron las Férmulas en Diferencias
Hacia Atras (Backward Difference Formula, BDF), una de las herramientas numéricas mas fuertes para resolver EDA.
El andlisis tedrico de la convergencia de las BDFs aplicadas a las EDAs, la manera en que se implementan los métodos
de multipasos del predictor-corrector, asi como las estrategias de seleccion automatica del paso y del orden del método,
estan documentadas en las referencias [1], [2] v [4].

5. APLICACION NUMERICA

Para obtener la solucion numérica del modelo, se realizd un programa en FORTRAN 90. Considerando el afio 1992
como el inicio del proceso, condicion inicial, se introdujeron los datos del INE explicados en la seccién 3 y se resolvid
un sistema diferencial algebraico de 19 ecuaciones a valor inicial con el cédigo DASSL. Este es un software libre,
disefiado por L. Petzold en 1982 en FORTRAN 77, que resuelve numéricamente sistemas de ecuaciones diferenciales
algebraicas implicitas y explicitas de indice 0 o 1 de valor inicial, tomando una seleccién automética del paso segln la
tolerancia del error prefijada, que en este caso se tom igual a 107.

Para la validacion del modelo se compararon los resultados numéricos obtenidos en el trabajo como estimacion de la
cantidad de poblacion femenina de Bolivia y su estructura de edad para el afio 2001, con los datos del Censo reportados
por el INE en el mismo afio. La comparacién numérica y las curvas correspondientes aparecen en la Figura 2.

La curva de la Figura 2 marcada con el simbolo + representa los valores reales y la curva marcada con el simbolo e los
estimados en el trabajo.

A pesar de ser el modelo matematico un problema mal planteado por el cambio brusco de las mortalidades y que los
datos de fertilidad y mortalidad manejados son aproximaciones, se puede afirmar que el resultado de la validacion es
positiva ya que la solucién numérica converge con una tolerancia de 10 y el error relativo de los valores calculados
con respecto los datos reales oscila entre 0.01 y 0.15.

En la Figura 3 se presenta los valores numéricos y los graficos correspondientes de las proyecciones de la poblacién
femenina boliviana por grupos etareos. Esta fue calculada utilizando el modelo propuesto en el presente articulo para
los afios 2002, 2012, 2032 y 2052. Se puede observar el crecimiento general de la poblacion, ademas del
comportamiento estable en la cantidad de individuos entre los 70 y 75 afios de edad en cada proyeccion.
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Figura 2 - Comparacion de datos estimados con los reales del afio 2001.
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Figura 3 - Proyecciones calculadas de la poblacién femenina boliviana por grupos etareos.

Edad | Estimacién| Real Error Relativo
0 99082 98268 0.01
1 94757 101196 0.06
5 96476 110011 0.12
10 91284 102862 0.11
15 90543 92933 0.03
20 84494 87375 0.03
25 82938 71918 0.15
30 74541 67558 0.10
35 63621 55092 0.15
40 59302 55743 0.06
45 49900 43932 0.14
50 40190 36728 0.09
55 30628 27393 0.12
60 26512 24626 0.08
65 23758 23173 0.03
70 18534 21078 0.12
75 14648 13338 0.10
80 9208 9293 0.01
115 0 0 0.00
Proyecciones obtenidas
Edad|Afio 2002|Afio 2012| Afio 2032 | Afio 2052
0 99843 | 107389 | 127401 159962
1 97485 | 102702 | 121404 151671
5 97217 | 104565 | 123787 154966
10 91985 98938 116587 145012
15 91238 97134 115559 133590
20 85142 91578 102171 121993
25 83575 89892 98014 119011
30 75113 80791 93369 112911
35 74186 79793 92092 101147
40 59757 64274 82236 99694
45 50283 54084 69198 95669
50 40499 43560 55733 77053
55 34894 37531 48020 66389
60 26715 28735 36765 50829
65 23940 25750 32946 45549
70 16661 17920 22928 31698
75 16776 18044 23087 31919
80 9279 9980 12769 17654
115 0 0 0 0
60

I .
0 2 40 60 80 100 120
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6. CONCLUSIONES

La realizacién de un censo de poblacion es un evento sumamente costoso pero, por otro lado, conocer las caracteristicas
de la poblacion de un pais se hace imprescindible. Por este motivo se buscan diferentes modelos para su estimacion. Los
mas desarrollados a nivel mundial son del tipo estadistico. En este trabajo se presenta un modelo matematico de forma
diferencial que permite estimar la estructura de la poblacion prefijando de antemano el error cometido. En particular,
para obtener proyecciones futuras sélo se necesitan pardmetros de fertilidad, mortalidad y la cantidad de poblaciones
femeninas totales que se extraen de un censo ya realizado, siendo esto una ventaja considerable con respecto a métodos
estadisticos, basados en regresiones por ejemplo.

Se utilizaron esquemas numéricos novedosos como el Método de Lineas, combinado con un método eficiente para
resolver ecuaciones diferenciales algebraicas, resultando ser una técnica muy Util y original, en particular para
problemas numéricamente inestables. Mediante el modelo y el software desarrollado es posible obtener estimaciones
hasta el 2050, con posibilidades de aumentar los afios de estimacidn si se conocieran extrapolaciones de datos de
mortalidad y fertilidad para afios posteriores.
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